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Исследована задача кручения радиально-неоднородной трансверсально-изотропной сферической оболочки 
методом однородных решений. Получены асимптотические разложения однородных решений, показано, что 
напряженно-деформированное состояние складывается из проникающего напряженно-деформированного 
состояния и решения характера пограничного слоя. В случае существенной анизотропии некоторые погран- 
слойные решения не обладают свойством затухания и могут охватывать всю область, занятую оболочкой. 
Ключевые слова: радиально-неоднородная сферическая оболочка, пограничный слой, однородные решения. 


Введение. В современной инженерной практике широко используются неоднородные тонкостен- 
ные конструкции. Сложная природа явлений, возникающих при деформации неоднородных кон- 
струкций, приводит к созданию многих прикладных теорий, каждая из которых построена на ос- 
нове определенной системы гипотез. Несмотря на существование целого ряда прикладных теорий 
слоистых оболочек, области их применимости мало изучены. Сам факт существования различных 
прикладных теорий для слоистых оболочек ставит задачу их критического анализа на основе 
строгого математического подхода. Вопросы, связанные с изучением напряженно-деформирован- 
ного состояния для слоистых конструкций, могут быть корректно решены только в рамках теории 
упругости. Вместе с этим требуется дальнейшее развитие методов решения трехмерных задач 
неоднородных оболочек, наиболее адекватно учитывающих и механическую, и геометрическую 
структуру. 

В статье изучается задача кручения радиально-неоднородной трансверсально-изотропной 
сферической оболочки. 
Постановка задачи. Рассмотрим задачу кручения радиально-неоднородного трансверсально- 


изотропного сферического слоя. Обозначим через Г={ие[и,л, |; 0 = [6,,0, |; фе [0,2] об- 
ласть, занятую оболочкой (г,0,ф -— сферические координаты). Будем считать, что модули сдвига 


С=С("), С, =С (г) - произвольные положительные кусочно-непрерывные функции перемен- 





ной г. 
Уравнения равновесия в перемещениях при отсутствии массовых сил имеет вид [1] 
д ди и 3С [ди и С [ди ди с0$20 
< + -— |+ + с0-—— и, |=0. (1) 
д" д г и ди г 7” | 00 90 шт“ 0 


Здесь м, = и, (7;0) — компонента вектора смещения. 


Предположим, что лицевые поверхности свободны от напряжений 


с, = @, (г)| —*-— | =0 (2) 


д г | 


в 
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а на конических поверхностях (торцах) 


С(г) (ди, 
би = 9 м” ни 


где /. (")= достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям равновесия. 


=}. ("), (&$=Ъ2), (3) 


0=60, 





Решение (1) отыщем в виде 





и, (";0)=ъ (к) т(6), (4) 
где т(0)- решение уравнения Лежандра [2], 
и" (6)-++ саб (9) |: о 5] 26. 5) 


После подстановки (4. в (1), (2) с учетом (5) имеем: 


[во] 8-8, 





(3-0, (6) 
б, 9 [56-“8 ) ы 





(6), (7) представим в следующем виде 


Ар=ло, (8) 
где 











=0;, лЛ=—- 27. 


| 





Введем гильбертово пространство Н со скалярным произведением 


(им), = [Сита ) 


п 
Лемма. Оператор А: Н -—> Н неотрицателен. 
Доказательство. После интегрирования по частям и учета условий (7) получаем 


(45,5), = {= = "?а+>0. (9) 


Из (9) вытекает доказательство аи леммы. 
Ненулевые собственные значения оператора А ^,>0, А, —>о при К —> 0, множест- 


во собственных функций [о И образует ортогональный базис пространства Н ‚т. е. 


(50, ) и = @бь, Ч, = (5,0 ‚196 (10) 
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и для всех ое Н справедливо представление 


ось, а = (5), 


а, 
При этом ^, =^,, =0 - собственное значение оператора А: Н —» Н , иему соответствует соб- 


ственная функция 5, (г) =г. 


Выражение 
и.х (",0) = т, (9), (к) (11) 
считаем элементарным решением. Отметим, что 
р 
т, = А зт0- В, | 9ш [ча ы + си : (12) 
= А,Р, _„› (с030)+ В,О, и. (соз0), (13) 


где 2, =\/9/4-^, ; Ру = и О; 2 (с0$9) - присоединенные функции Лежандра первого 
и второго рода, соответственно; 4, , В, — произвольные постоянные. 
Любое решение (1), удовлетворяющее граничным условиям (2), можно представить в виде 


и, (г,0) 0) = Хы ( (и. 9). (14) 


На основании (11)- . __ 


0% ыы зу“ 


т а ви 


с, реж к (6). (16) 








() (т, (9) - т, (6) 0), (15) 


Г 
Из (15), (16) видно, что постоянная А соответствует перемещению сферы как абсолют- 
но твердого тела. Поэтому можно считать 44 =0. 
Докажем, что постоянная Ву при отсутствии внешних усилий на боковых поверхностях 
пропорциональна крутящим моментам М 6 напряжений, действующим в сечении 6 = соп$. 
Отметим, что 
” 
2 2 
М» =2пзт о[о." Ч. (17) 


И 


Подставляя (15) в (17), получаем 


М»= тв, ["*6 (=) 4+2 пзш” $] (")ъ, бе (90) -т, (0) сб) (18) 


й 1 и 


3 
Умножая обе части (6) на /’ и интегрируя полученное в 5. имеем 


[а роб, (а = | |< НЕ 9-96 о. (19) 





Г Г Г 


й п 
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С помощью интегрирования по частям и с использованием граничного условия (7) из (19) 
получаем 


[16(+)ъ, (")4"=0. (20) 


После подстановки (20) в (18) получаем 
М» = —4лВ, | "С (") ак. (21) 
Подставляя (15) в (3) и умножая скалярно на ®, ((=Ъ 2: #] при учете условий (10), 


имеем 
р 


Ге М» 
(т, (9) т, (9) 0], = а." (")о, ("а ола 6. ["б (") о, (г) а». (22) 





п 
Постоянные 4, ,В’, определяются из системы (22). 


Рассмотрим несколько частных случаев зависимости упругих характеристик от Г. 
Квадратичная зависимость. Допустим, у сферической оболочки малой толщины модули сдвига 
заданы в виде функций 


С(г) в". 5 (*) ве (23) 
где 2,,2,- постоянные. 
С учетом зависимостей (23) из (6), (7) имеем 


подан (3-24 |660. (24) 


1 





(725 (›) то ()) ки 0. (25) 
Общее решение (24) имеет вид: 
и 3 
5(")=Рь ` у +Р‚х. то (26) 








где Р;,О, — произвольные постоянные, # = № + 80 [# + : 
81 


С помощью (26) удовлетворяя граничным условиям (25), относительно р, и р, получаем 


однородную линейную систему алгебраических уравнений. Из условия существования нетриви- 
альных решений этой системы имеем характеристическое уравнение: 


аа [ рвы 9 |0 (27) 


1 





2 


1 = `. ь 
Здесь = = т |- малый параметр, характеризующий толщину сферической оболочки. 


Я 


Проведем анализ корней уравнения (27). 
Функция Д, (2,8) при =-—> 0 имеет две группы нулей со следующими асимптотическими 


свойствами: 


— первая состоит из нулей 2; =+ 


Й 


о | > 


— вторая состоит из счетного множества нулей: 
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р 
2, = Е Е | (28) 
4 45 5 


которые при 5 —> 0 стремятся к бесконечности. 


Определим перемещения и напряжения, соответствующие нулям 2: = +5, 
(1) 8 1 С 2 0 
и, (",0) =Буи ое [634 5 + с20 |, (29) 
2 
Фо < __ 26080" 
о. =0, о =. 30 
ыы ы 51? 0 то 


Перемещения и напряжения, соответствующие второй группе нулей, имеют вид 


иб (; 6) ы ры Е | 2} + бы и [2] т, (0) Е 


© [25 Е. | ПА Га 


Е 


5 = > в В Ут | 2} ан (т, (6) — т, (9) све). 


г Е Е г 





(29), (30) определяют внутреннее напряженно-деформированное состояние оболочки. По- 
стоянная Д, , входящая в (29), (30), пропорциональна крутящему моменту М Е: напряжений, дей- 


ствующих в сечении © = сопзЁ . Таким образом 
48, (» -"?) 


кр 5 0’ 





Для второй группы корней главный член асимптотического решения уравнения (5) имеет 


Я й 
ат лк |& 

0-0 1+ О } 
[25 | | )] (=)) 


в окрестности 0=6,; 


т, (6)= м | , (32) 
80 К | 
ой 1" |1 (0—6,) |(1+0(5)); 
В 


в окрестности 0=6.. 


вид 








Напряженное состояние, соответствующее второй группе решений, имеет характер погра- 
НИчногО СЛОЯ. 
Из (32) видно, что в отличии от изотропной оболочки при фиксированных значениях А и 


80 
ЕЯ] 


ладают свойством затухания и могут проникать глубоко и существенно менять картину напряжен- 
но-деформированного состояния вдали от торцов [3-6]. 


при больших значениях (сильная анизотропия) некоторые погранслойные решения не об- 
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Линейная зависимость. Допустим модули сдвига заданы в виде: 
С(г)=2; С (г) ==, (33) 
где ©, =,-— постоянные. 
С учетом (33) из (6), (7) имеем 


победа [92-3] -о, а 








(из (")-5(*))|.. =0- (35) 
Решение (34) имеет вид 
(г) = Бу? + р, (36) 
> ны [2 9 
где О. ‚ Г), - произвольные постоянные; р= |4+2“| 2 та : 
81 


С помощью (36) удовлетворяя граничным условиям (35), получаем характеристическое 


уравнение: 
Е 0 (37) 
81 


Уравнение (37) имеет две группы корней: 





В 3 
— первая состоит из корней 2% = т которые не зависят от =; 


— вторая состоит из счетного множества корней 








21.2 
рае а (38) 
4 29) 45 
которые при = —> 0 стремятся к бесконечности. 
Перемещение и напряжения, соответствующие корню 25 = +5, имеют вид 

(1) ы_ 1 . 2 0 
и, (",0) =” о се я + с20 |, (39) 

(_ =: Во во 
с. =0, бд (40) 


Формулы (39), (40) определяют внутреннее напряженно-деформированное состояние 
оболочки. Постоянная ЕЁ) пропорциональна крутящему моменту М» напряжений, действующих 


в сечении 0 = соп$ ‚ таким образом, 
— 4 4 
Му =-18о (*; и ) Е, : 


Перемещение и напряжения, соответствующие второй группе корней, по своей структуре 
имеют вид (31) и соответствующее напряженное состояние имеет характер пограничного слоя. 


3 
Заключение. Решения, соответствующие корню 25 = в определяют внутреннее напряженно- 


деформированное состояние оболочки. Напряженное состояние, соответствующее второй группе 
корней, с порядком 0(=") имеет характер пограничного слоя. В случае «сильной анизотропии» 


некоторые погранслойные решения не затухают, могут проникать достаточно глубоко и менять 
картину напряженно-деформированного состояния вдали от торцов. 


460 


Вестник ДГТУ. 2011. Т. 11, № 4(55) 








Библиографический список 

1. Лехницкий С.Г. Теория упругости анизотропного тела / С.Г. Лехницкий. - М.: Наука, 
1977. - 415 с. 

2. Бейтмен Г. Высшие трансцендентные функции / Г. Бейтмен, А. Эрдейи. - М.: Наука, 
1965. - 294 с. 

3. Боев Н.В. Пространственное напряженно-деформированное состояние трехслойной 
сферической оболочки / Н.В. Боев, Ю.А. Устинов // Механика твердого тела. — 1985. — № 3. 
— С. 136-143. 

4. Устинов Ю.А. Математическая теория поперечно-неоднородных плит / Ю.А. Устинов. 
— Ростов н/Д: ЦВВР, 2006. - 257 с. 

5. Мехтиев М.Ф. Метод однородных решений в анизотропной теории оболочек / М.Ф. Мех- 
тиев. — Баку: Чашы-оглы, 2009. — 334 с. 

6. Ахмедов Н.К. Анализ структуры пограничного слоя в задаче кручения слоистой сфери- 
ческой оболочки / Н.К. Ахмедов, Ю.А. Устинов // Прикладная математика и механика. - 2009. 
—Т. 73. — Вып. 3. - С. 416-426. 


Материал поступил в редакцию 01.03.11. 


ВеГегепсе$ 

1. Терпскй 5.6. Теойуа иргидозН апхогорподо а / $.6. 1ейтскй. - М.: МацкКа, 1977. 
— 415 5. — п Кизчап. 

2. Вейтеп С. \УМуз$Ше {гапзсепаетпуе ГипКсй / С. Вейтеп, А. Егаей. — М.: Мацка, 1965. 
— 294 5. — п Кизчап. 

3. Воеу М.М. Ргозгап5\еппое паргуаеппо-деГогтио\аппое зо$юоуаще {геп$|ото! епспезКо! 
оБоосиК! / М.\. Воем, У.А. У$Ипоу // МевапКа {Ууегаодо *а1. - 1985. — № 3. - $. 136-143. — п Виз- 
эап. 

4. У$4пом У.А. МаетаНспеКауа {еопуа рорегесппо-пеопогодпуй р / У.А. Ц$Ипоу. — Коз- 
{оу п/О: СММВ, 2006. - 257 $. — Тп Кизчап. 

5. Мейцеу М.Е. Меюа одпогоЧпуН гезПепй у апхогорпо! {еот! обоосйек / М.Е. Мейбе\. 
— ВаКи: СПазПу-оду, 2009. -— 334 5. — Тп Кизчап. 

6. Аптедоу М.К. Апа|7 $гиКигу родгатспподо $уа \ гадасйе Кгиспетуа $10150! $епсНезко! 
обоюосик! / М.К. Аптедом, У.А. Узётоу // РИКадпауа таетаНКа !{ тепапЖа. — 2009. -— Т. 73. 
— \ур. 3. - $. 416—426. — т Кизчап. 


АЗУМРТОТТС ВЕНАУТОВ ОЕ 5ОГОТТОМ ТО ТОВ$ТОМ РВОВЕЕМ 
РОК КАОТАЦУ ТМНОМОСЕМЕОЦ$ ТКАМЗУЕК$АН-У Т5ОТВОРТС $РНЕВТСАЕ $НЕЦ.- 


М.К. АКНМЕОО\У 

(ВаКи Ча Упмег®Ку), 
Т.В. МАМЕРОУА 

(ВаКи Замотс Упмег$Ку) 


А {юг5юп рю ет о {пе гафаЙу твотодепеоиз гапуегса/у 1оёкорс зрветса/ $ВЕ! 15 пиезНдаеа Бу {пе теоа оЕ 
Вотодепеоис зо/ивопз. Азутрюйс ехрапзюоп$ о! Вотодепеоив зо/ивопз аге оатед. [+ 15 зпоит ПаЕ те #тез5-хтат 
ее [5 сотрозеа о! {#1е репегайптд $тес5-5тат 5Е йе апа пе Боипаагу !ауег спагасёег эо/ийоп. 1п сазе о! {пе езепйа!/ 
апо{тору, оте Боипаагу (вуег о/ивоп5 п" ро55ез5 те датрта ргорепу, апа {пеу тау соуег {Пе ипоЕ агеа осси- 
реа Бу {пе зпе/, 

Кеуигогаб: габа/у протодепеоис зррегса! $Ве/ Боипоаагу Гауег, Вотодепеоих зоивопс, 


461 


